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という概念が重要である. 適切性は Hadamard によって
導入された概念であり, 与えられたデータ（初期条件や






































































有限要素法には菊地 [21, 22], 田端 [42], Ciarlet [4],




れれば, 答えは否である. 有限要素法に限らず, 数値計算
法の仕組みを理解する事とそれを元にした数値計算を実































FreeFem++ は C++ に似たプログラミング言語であ
り, こうした言語を少しでも学習したことがあれば慣れ
るのは容易い. FreeFem++には次のような特徴がある.
• 空間 2次元, 空間 3次元の偏微分方程式を扱うことが
出来る.
• 問題は弱形式の形そのままで表現することが出来る
為, わざわざ弱形式を基にした連立 1 次方程式を導出
する必要がなく, 数学的な記述をそのまま用いる事が
出来る.








• P1, P2, P3, P4, P1b, P1dc, P1nc,RT0等,複数種類の有
限要素を利用することが出来る*6.
• 可視化機能も備えている*7.






*5 現在の開発責任者はパリ第 6大学の Hecht教授に移っている.










るので合わせて参照されたい. Hecht [13]や Sadaka [34]
にも各種の応用が掲載されている.












るとなると, そのような機能は FreeFem++ には用意さ
れていない為,別のソフトウェアに頼らざるを得ない. そ


















始されたソフトウェアであり, 名称は Parallel View Pro-















で, VTK 2.0 形式でのデータ保存を簡単に行うことが可
能であり, Paraviewとの相性が良い.
本稿では, 数値計算結果を可視化するという事に要点



















*15 Visualization Tool-Kit の略. Paraview の開発を行っている Kit-






















なお, 本稿に掲載した数値計算結果は 3.4GHz Intel
Core i7プロセッサ,メモリ 32GBを搭載した Appl社製
iMac (Late 2012) および 2.8GHz Intel Core i7 プロセッ
サ, メモリ 16GB を搭載した Apple 社製 MacBook Pro
（Late 2013）を用いて行ったものである.
紙数の都合もあり, 第 2節から第 5節では数値計算の
収束性や安定性等についての説明は割愛した.
1.6. 幾つかの注意

















よう. Ω ⊂ R2 を有界領域とする. その境界 ∂Ωは区分的
に滑らかであり, ΓD と ΓN に分けられているとしよう.
即ち, ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ,ΓD ∩ ΓN = ∅とする. このとき,次の
Poisson方程式の境界値問題を考える.
−Δu = f , x ∈ Ω, (2.1a)
u = b, x ∈ ΓD, (2.1b)
∂u
∂n
= q, x ∈ ΓN . (2.1c)
ここで, u = u(x) = u(x, y) が未知関数であり, f =
f (x), b = b(x), q = q(x)は既知関数（データ）である. Δは
R









, x ∈ ΓN (2.2)












− Δu = f (x) (2.3)






境界条件について述べておく. (2.1b) は, ΓD 上での関
数 u の値が関数 b によって決定されるという境界条件
である. このようなタイプの境界条件は Dirichlet境界条
件と呼ばれる. 特に, 有限要素法の理論では基本境界条












ϕ ∈ {ϕ ∈ C∞(Ω) | u|ΓD = 0}を試験関数として, (2.1a)の














を得る. ΓN 上での境界条件 (2.1c)に注意すれば
(∇u,∇ϕ) − ( f , ϕ) − 〈q, ϕ〉 = 0 (2.5)
―224―
を得る*16. これが (2.1) に対する弱形式である. ここで,




C や FORTRAN を用いて自前でプログラムを作成する






境界値問題 (2.1)において Ω, f , b, qを具体的に与えて,
数値解を FreeFem++で計算してみよう.
例として領域 Ω は単位円盤 Ω = {x ∈ R2 | |x| < 1} と
し,その境界は ΓD = {x ∈ ∂Ω | y  0}, ΓN = ∂Ω \ ΓD とす
る. また, データ f , b, q については, f (x, y) = sin(3π(x +
y)), b(x, y) ≡ 0, q(x, y) ≡ 0とする.
有限要素空間 Uh ⊂ H1(Ω) を区分的 1 次要素の空間





























• 4 行目, 5 行目では単位円のパラメータ表示 x =
cos s, y = sin s (0  s < 2π) を用いて境界を定義し




ている. C1が ΓD, C2が ΓN に対応する.
• 6 行目が 4 行目, 5 行目で定義した境界を用いたメッ
シュの生成と定義である. Thは生成するメッシュの名
前であり,名前は自由に付けてよい.
• 7 行目が有限要素空間 Uh の定義であり, Th 上の区分
的 1次要素（P1要素）の空間を考えている. 区分的 2
次要素を使う場合は P1 を P2 に書き直すだけで良い.
第 1 節でも述べたように, 他にも様々な要素を使うこ
とが出来る.
• 8行目は u, ϕ ∈ Uh の宣言である.
• 10行目から 14行目で, Poisson方程式の境界問題 (2.1)
を弱形式により表現し, その近似問題を解くような指
示を与えている.
– int2d(Th)(...)は Th 上での積分であり, 11行目
が (∇u,∇ϕ)に対応し, 12行目が −( f , ϕ)に対応する.
– 13 行目の int1d(Th,C2) は境界 ΓN 上での線積分
であり, Neumann 境界条件を表現している. いまの
場合, q = 0であるから,この行はあってもなくても
関係がないが, (2.5)の表現と合わせるために敢えて
明示的に無意味な行を入れてある.
– 14 行目が Dirichlet 境界条件であり, 境界 ΓD 上で
u = 0としている部分に対応する.
• 15 行目のコメントアウトを外せば, FreeFem++ 組み
込みの可視化機能を用いて数値解のグラフが描かれる.
• 16行目では計算結果を Poisson.vtkという名称で保
存している. 第 1 引数は保存するファイル名, 第 2 引
数はメッシュ,第 3引数はデータ,第 4引数はデータの
名称である.
Program 2.1 を Poisson.edp という名称で保存し*18,
ターミナル上で以下のようにすれば, 数値計算が実行さ
れる*19 *20.
% FreeFem++ Poisson.edp 




1 # vtk DataFile Version 2.0
2 Poisson.vtk, Created by Freefem++








*20 FreeFem++-cs を用いる場合は, プログラムを保存し, メニュー
Computeから Runを選べば良い.
*21 実際にはこの計算結果のファイルは 4,000 行以上ある. 実はこ
れは少ない方で,実際に本稿で扱った非線形問題の数値計算では







5 POINTS 947 float
6 -0.9921147 -0.12533323 0
7 -1 1.2246468e-16 0
8 -0.99802673 -0.06279052 0
9 -0.99802673 0.06279052 0
10 ......












Paraview を起動し, Poisson.vtk を読み込み, Apply


























ターを用いて, Poisson.vtk より数値解 uh の可視化を
行う. なお, ここで紹介するもの以外にも様々なフィル
ターがある. 詳しくは,林 [12]を参照されたい.
■Cell Data to Point Data まずは,画面上部のメニュー
で Filter→Alphabeticalと進み*23, Cell Data to Point Data
を選び適用する. これにより,周りの点の値を用いた平均
化がなされる為,数値解が滑らかになる（図 A.1(a)）.




また, 画面左部の Pipeline Browser にはフィルターの
適用により, CellDatatoPointData1という新たなデータが






図 2.2: Pipeline Browser
■Warp By Scalar Pipeline Browser で上で作成した
CellDatatoPointData1を選び,フィルターWarp By Scalar
を適用する. これにより, 3Dのグラフが作成される. この
ままでは z方向の変動が小さすぎるので, WarpByScalar1






































= dΔu + f , x ∈ Ω, 0 < t  T, (3.1a)
u = 0, x ∈ ∂Ω, 0 < t  T, (3.1b)
u(0, x) = a(x), x ∈ Ω. (3.1c)
u = u(t, x) は温度分布を表す未知関数; a = a(x) は時刻
t = 0での温度分布, f = f (t, x)は熱源であり a, f は共に
既知とする. d > 0 は媒質の熱拡散率を表す定数であり,
T > 0は系の最大観測時刻である. 境界条件 (3.1b) は簡
単の為, 斉次 Dirichlet条件とした. 即ち, ∂Ω上での温度





最初に, 時間方向についてのみ半離散化を行う. N ∈
N を時間方向の分割数として任意に固定する. この
とき, τ = T/N によって時間ステップサイズを定め,
n = 0, 1, . . . ,N に対して, tn = nτとおく.
u = u(tn, x) を (tn, x) における真の解とし, un = un(x)
を時間方向のみ離散化した半離散近似とする. (3.1a) 左




= dΔun+1(x) + f (tn, x),
x ∈ Ω, n = 0, 1, . . . ,N − 1
(3.2)
ここで, 第 n ステップにおける un が既知であるすれば,
un+1 を求めるには, 以下の楕円型偏微分方程式を解けば
良い.
τ−1un+1 − dΔun+1 = τ−1un + f (tn, x) (3.3)
(3.3)で右辺が既知であるとすれば,その弱形式化は前節
で述べた Poisson方程式に対する方法とほとんど変わら
ない. 実際, ϕ ∈ C∞0 (Ω)を試験関数とすると,弱形式は
τ−1(un+1, ϕ) + d(∇un+1,∇ϕ) − τ−1(un, ϕ) − ( f (tn, ·), ϕ) = 0
(3.4)
となる.
u0 は初期状態 a に他ならないので, n に関する繰り返
し処理により順次 un を n = N となるまで計算すれば
良い.
3.3. FreeFem++による数値計算
以下の Program 3.1 は (3.1)で Ω = (0, 1) × (0, 1), f =
0, a = 16x(1 − x)y(1 − y), d = 0.1として数値計算を行う
ものである.
Program 3.1: Heat.edp



























26 Heateq; / / So lve ( 3 . 4 )
27 savevtk("Heat"+n+".vtk",Th,u,dataname ="
Temperature");
28 oldu=u; / / Re f l e sh s t a t e s
29 }
• 8 行目ではメッシュの生成を行っているが, 長方形領
域の場合には square が利用できる. ここでは各辺を
100個の点を用いて分割している.
• 10行目における uと olduがそれぞれ un+1, un に対応
する. メモリを節約する為に, nの増加に伴い古い情報
は状態更新（29行目）を行うことで捨てる.
• 15 行目から 19 行目が初期値・境界値問題 (3.1) に対
応する問題である. 19行目が境界条件である.
• 22行目で初期条件 u0 = aを与えている.
• 25 行目から 29 行目で (3.4) に対する近似問題
を繰り返し解き, その都度計算結果を VTK ファ
イルとして保存する. 28 行目で各 n に対して
Heatn.vtk が保存される. 全ての計算が終われば,





まずは, Program 3.1 を実行して得られる Heat0.vtk
から Heat100.vtkまでの 101個のファイルを Paraview





る*26. 最初に Animation Viewで Modeを Sequenceに変
更し, No. Framesでフレーム数を決定する（図 3.1）. 今
の場合は 101にすれば良い*27.
① ここを Sequence に変更する。 ②　ここを 101に変更する。
図 3.1: Animation Viewにおける操作
次にメニューの Fileから Save Animationを選ぶ. する
と図 3.2 のようなダイアログが表示されるので, 適当に











計算ステップ n や時間 tn をアニメーションに表示
する場合にはフィルター Annotate Time を用いる. こ
のフィルターを適用して現れる Annotate TimeFilter1 の
Properties で Format や Scale を適宜変更すれば良い.






















− DΔu = f (u), x ∈ Ω, t > 0. (4.1)
Ω ⊂ RN は N 次元の領域. u = (u1, . . . , un) ∈ Rn が未知
関数である. D = diag(d1, . . . , dn)は拡散係数行列であり,
















































以下では, 形態形成に関する Gierer-Meinhaldt 系と
BZ 反応の数理モデルであるオレゴネータの数値解を


















= εdΔv + γb(u − v) (4.2b)
(4.2)は活性・抑制型の反応拡散系である*30. u = u(t, x),
v = v(t, x) はそれぞれ活性因子, 抑制因子の濃度を表わ
す未知関数である. ε > 0は uに対する拡散係数であり,
d > 0 は u と v の拡散係数の比である. 以下では d  1
とする. 即ち,抑制因子の拡散速度は活性因子のそれと比
べて十分に速いとする.















*31 a = 0とすると, vが小さい時に uの増加率は極端に大きくなり
うる.
*32 ε = 0とすることで得られる常微分方程式系.
であれば, d  1, γ > 0 を固定した際に, どのようにパ
ラメータ a, b を選べば良いかをある程度は見積もって





す集合である. 実際に, (4.2) に対して数値計算を行えば
d = 30.0, γ = 100.0の場合には図 4.1が得られる.
図 4.1: d = 30.0, γ = 100.0の場合のパラメータ空間
4.2.1. 幾つかの Turingパターンの形成
まずは, Ω = (0, 2) × (0, 2)として数値計算を行う. 境界






















































27 / / Compute E q u i l i b i r um by Newton ’ s Method
28 oldus=1.0; / / I n i t i a l guess
29 while(1){






35 cout << "Equilibriumofu="<< us << endl;
36
37 randinit; / / I n i t i a l i z e random seed
38 int n=0;
39 oldu=us+0.01*sin(randreal3()); / / i n i t i a l d a t a





44 GM1; / / So lve ( 4 . 3 a )










• 28行目から 33行目は Newton法により平衡点（定数
定常解）の近似値を計算している.
• 37 行目は乱数の種を初期化する命令である. 39 行目
で活性因子 u に対する初期値 u0 を平衡点への微小摂
動として与えている. 抑制因子 vに対する初期値 v0 は
平衡点（定数定常解）である.
• 47行目から 49行目は計算結果を VTKファイルとし
て保存する部分であるが, N = 10, 000と計算回数が多
いため,条件分岐を用いて 50回毎に計算結果を保存す
るような処理を入れてある.
Program 4.1を用い,数値計算を ε = 0.01, d = 30.0, γ =
100.0 として行う. (a, b) は図 4.1 を参考に拡散誘導
不安定性が起こるような組を選ぶ. ここでは, (a, b) =
(0.05, 3.9), (0.05, 1.2), (0.3, 1.0) という 3 つの組につい
て数値計算を行った*33. その結果, 得られた数値解は
図 A.2, 図 A.3 のようになり, 殆んど空間一様な状態が
不安定化し Turing パターンの形成が確認できる. 実際,
図 A.3(a),(c) のような模様は魚類の体表に見られる. 例






このような領域はダンベル型領域と呼ばれる. r, 2l, 2hは
それぞれ円盤の半径,通路の長さ,通路の幅とするとき,
Br,l = {(x, y) | (x − (±(l + r)))2 + y2 < r2}, (4.4)
Cl,r = {(x, y) | − l < x < l,−h < y < h} (4.5)
を上手くつなげばよい*34. ここでは, スポットパターン
を生み出す (a, b) = (0.05, 1.2) を選びダンベル型領域に
おいて数値計算をしてみよう. 但し,通路の幅 hはスポッ













に Field, Ko¨ro¨s, Noyesは BZ反応における 3つの反応中
間体濃度を未知関数とするオレゴネータと呼ばれる数理
モデルを導出した [6, 7]. 本稿でも BZ反応の数理モデル
としてオレゴネータを採用する.
オレゴネータは 3 変数の常微分方程式系であるが, 3
つのうち 1 つの変数に関しては準定常近似を施すこと
で, 2変数の系へ落とすことが出来る*36.
以下では, 拡散効果を取り入れた 2 変数のオレゴネー














= εdΔv + γ(u − v) (4.6b)
ここで未知関数 u, v はそれぞれ亜臭素酸 HBrO2 およ
びセリウムイオン Ce4+ の濃度を表わす. ε, d, f , q は正




*36 Tyson [47],三池他 [25, 2.4.2]を参照.








u(1 − u) − f vu − q
u + q











以下では, ε = 0.1, f = 1として数値計算を行う.
(4.6) を用いて BZ 反応に現れるターゲットパターン
やスパイラルパターンを数値的に再現する為には, まず
は ε = 0とした反応系に関する観察が必要である*38. 即
ち, 反応系が振動解を持つような q を調べておく必要が
ある. 相平面解析等により, qが q < 0.079程度に小さけ
ればよいことがわかる*39.
最初に初期値 u0, v0 を以下のように与えて数値計算を
行う.
u0(x) = us + 0.1χ{x<5.0,4.5<y<5.5}, (4.8a)
v0(x) = vs + 0.5χ{y<5.0} vs − 0.5χ{y<5.0} vs (4.8b)
ここで us, vs は (4.6) に対する平衡点であり*40, χA は A
上の特性関数を表わす*41. u0 については平衡点よりも
大きい値をとる部分があり, v0 については平衡点よりも
0.5vs だけ大きい部分と 0.5vs だけ小さい部分に分ける.
計算領域は Ω = (0, 10) × (0, 10) とし, パラメータ
は q = 0.01, d = 0.01, γ = 10.0,T = 10.0,N = 20000
（τ = 0.0005）とし,メッシュ Th は次を用いた. このとき,
図 A.5を得た.
1 mesh Th=square(150,150,[10*x,10*y]);
次に Gierer-Meinhaldt 系を考えた際と同じように, 初
期データ (u0, v0)を平衡点付近 (us, vs)にランダムな微小
摂動を加えたものとしてみよう. 但し, γ = 20.0 とした.
このとき,図 A.6を得た.
いずれの場合も螺旋波が時間発展に伴い計算領域全
体を埋め尽くす事が観察される. 実際の BZ 反応では
同心円状に広がるターゲットパターンも観察される.
ターゲットパターンを再現するには例えば, (4.8b) を
v0(x) ≡ vs に変更すればよい.
*38 闇雲に f , qを設定しても意図した数値解は得られない.
*39 実際に, 実験から導かれる q の値は 0.079 よりも遥かに小さい
為,この数値に関しては現象の立場からも適切である.










+ u · ∇u = νΔu − ∇p + f , (5.1a)
divu = 0. (5.1b)
u = (u1(t, x), u2(t, x))が速度場, p = p(t, x)が圧力場であ
り,これらが未知関数である. f = f (t, x)は流体に対して
外から働く力であり,これは既知のベクトル場である. 例




から順に粘性項, 圧力項, 外力項と呼ぶ. Cauchy の応力
テンソル T(u, p) = 2νD(u) − pIを用いれば, νΔu − ∇p =




















ついては, 今井 [19] や Serrin [35] を参照されたい. ま
た, 数学的な取り扱いについては多方面からの研究があ
る. 例えば, Galdi [8], Giga, Giga & Saal [10, Chapter 2],
Ladyzhenskaya [24],岡本 [30],柴田・久保 [37], Sohr [40],
Temam [45] やこれらの参考文献を参照するとよい. 有
限要素法による Navier-Stokes 方程式の取り扱いについ













*42 簡単のため密度は ρ ≡ 1とした.









速度場の情報が必要となる. 更に, 圧力 p には境界条件
は設けないので*44 Poisson方程式を解くことは容易では







る方法を紹介する*45. (5.1b)を以下の uと pの間の関係
式によって取り替える.
divu = −εp (5.3)
ここで, ε > 0 はパラメータである. 形式的に ε = 0 と
すれば非圧縮条件 (5.1b) を得る*46ので, 十分に小さい
ε > 0を用いれば非圧縮条件 (5.1b)は近似的に満足され
















て, 特性曲線法に基づく方法が用意されている. 以下, そ
の概要を述べる*48.
w を既知のベクトル場とし, スカラー場 φ = φ(t, x) の
*44 条件が過剰になるため.
*45 Temam [44]により導入された近似.
*46 実際には,連続の式の代わりに (5.3)を採用すれば Navier-Stokes
方程式に対する処罰法を適用した問題の解は εに依存して決ま
るため, ε → +0 において p = pε が大きくならないという保証
がない. 近似の正当化については, Shen [36] や Yamaguchi [48]
を参照されたい.
*47 詳しくは菊地 [21]を参照されたい.








+ w · ∇φ (5.4)
0 < t  T 上で定義されたベクトル場 X(t) が常微分方
程式
X˙(t) = w(t, X(t)) (5.5)
を満たしているとする. このとき,合成関数の微分公式と























φ(t, X(t)) − φ(t − τ, X(t − τ))
τ
+O(τ) (5.7)
tn = nτ とする. x = (x, y) ∈ Ω を任意の点として, 初
期条件 X(tn) = x を与えた (5.5) の初期値問題を tn−1 <
t < tn で考える. このとき, t = tn−1 における (5.5) の
真の解 X(tn−1) は (5.5) に対する Euler 法による近似解
Xn = x − w(x, tn)τを用いて
X(tn−1) = Xn + O(τ2) (5.8)




φ(tn, x) − φ(tn−1, Xn)
τ
+ O(τ) (5.9)







un+1 − un ◦ Xn
τ
= νΔun+1 − ∇pn+1, (5.10a)
divun+1 + εpn+1 = 0 (5.10b)
を得る. 熱方程式や反応拡散系を考えた際と un ◦Xn が既
知であるとすれば, (5.10) を数値的に解くことは Stokes
方程式系へと帰着される. そこで, Stokes 方程式系の扱
いを小節を改めて述べよう.
5.4. 定常 Stokes流に対する Cavity-Flow問題
ここでは Navier-Stokes方程式の空間離散化に関連し,
線形の定常 Stokes 方程式に対して Cavity-Flow 問題を
考える*49.
*49 熱伝導方程式や反応拡散系では時間方向の半離散化により得ら
れる問題が Poisson 方程式であったのに対し, Navier-Stokes 方
程式では圧力項の存在により Stokes方程式となる.
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Ω = (0, 1) × (0, 1) における次の定常 Stokes 方程式系
の境界値問題を考える.
−νΔu + ∇p = 0, x ∈ Ω, (5.11a)
divu = 0, x ∈ Ω, (5.11b)
u = ex, x ∈ ΓTop, (5.11c)
u = 0, x ∈ ∂Ω \ ΓTop (5.11d)
ここで, ΓTop = {x = (x, y) ∈ Ω | 0  x  1, y = 1} とおい













uに対して,以下で定まるスカラー場 ω = ω(x)を渦度と
いう*52.











, u2 = −∂φ
∂x
(5.13)
このような φが得られているとすると,明らかに divu =
0を満たす. また, φは以下の Poisson方程式を満たすこ
とは (5.12)と (5.13)からわかる.
−Δφ = ω, x ∈ Ω. (5.14)
もし境界上の流速 u|∂Ω が得られていれば, φに対する境
界条件は uから決定することが出来る. 従って, (5.14)を
解けば流れ関数 φを求めることが出来る.
(5.11) において連続の式をペナルティ法 (5.3) により
近似した問題を弱形式化する. 試験関数を (u, q) とし,
Gaussの発散定理を用いて計算すると,
0 = ν(∇u1,∇v1) + ν(∇u2,∇v2) − (p, div u), (5.15a)
0 = (divu + εp, q) (5.15b)
を得る. また,流れ関数 φに対する Poisson方程式の弱形
式化は第 2節で述べた方法と同様である.
*50 u · ∇uが νΔuに比べて十分に小さいとみなせる程度に遅い流れ.





FreeFem++ のプログラムは以下の Program 5.1 のよう
になる. なお, 速度場 u については P2 要素を用い, 圧力
p については P1 要素を用いる. この要素の組み合わせ
は Hood-Taylor 要素と呼ばれ, 下限上限条件を満たす代
表的な例として知られている. 詳しくは, [32, 42]等を参
照されたい.
粘性係数と処罰法のパラメータは ν = 0.01, ε = 10−10
とした.
Program 5.1: Stokes.edp
1 / / S t a t i o n a r y Stokes f l ow




6 fespace Uh(Th,P2); / /
7 fespace Ph(Th,P1); / / Hood−Tay l o r
8























• 2行目は uに対して divuを与えるマクロである. マク
ロの宣言は macro で行い, //で終える*53. u#1 は u1,
u#2は u2 に対応する.






gram 5.1 を実行して得られる Stokes.vtk を Paraview






















図 5.1: Glyphの Scaleに関する部分
5.5. Karman渦列の形成
平面上に設置された柱状の物体の外側での流れを考
える. B ⊂ R2 を閉曲線によって囲まれた有界領域とし,
D = R2 \ Bによって領域 Dを定める*54. Dは Bに対す
る外部領域と呼ばれる. Bを剛体で出来た障害物とし,そ
の外部領域 Ω は非圧縮性粘性流体によって占められて
いるとする. B に一様流 u∞ がぶつかるときの物体周囲
での流れを考えればよい*55.
一様流 u∞ がある程度の速さを超えると, 物体 B の後
方に Karman渦列と呼ばれる渦列が形成される. 実際に,
韓国の済州島の付近ではしばしば Karman渦列状の雲が
観測される. 図 5.2 は河野 [20] に掲載されている 2012
年 10 月に済州島南部に発生した Karman 渦列の衛星写
真の一部を切り取ったものである.
図 5.2: 済州島南部に発生した Karman渦列（[20]より）
ここでは Navier-Stokes 方程式を FreeFem++ で数値
的に解くことで, Karman 渦列の生成を見よう. そこで,
Navier-Stokes方程式の初期値・境界値問題を次の条件の
下で考える.
u = 0, x ∈ ∂D, t > 0, (5.16a)
lim
|x|→∞




(5.16a) は物体 B の表面での粘着条件であり, (5.16b) は
無限遠方では一様流 u∞ に収束する事を要求している.
ここで, 一様流 u∞ ∈ R2 は定数ベクトルである. Navier-
Stokes方程式は回転不変であるから, u∞ は x1 軸に平行
になるように選んでも一般性を失わない. そこで,以下で
は一様流は x軸に平行であるとし, u∞ = (U∞, 0)とおく.
有限要素法では外部問題のような非有界領域における
問題を厳密な意味で取り扱うことは出来ない. そこで, Ω
を B  Ω となる位に十分に大きい有界領域であるとし
て, Ω \ B における問題を考える. ∂Ω には人工的な境界
条件を上手く設定することで実際の外部問題に近い状況
を作り出す.
以下では, ∂Ω は矩形領域とし, 以下のような境界条件
を設定する. 一様流と平行な境界 ΓTop,ΓBottom では自由
滑り条件
n · u = 0, T(u, p)n− (n · T(u, p)n)n = 0
を課す. これは ΓTop/Bottom 上で接方向に応力が働かない
ことを意味する. 一様流に垂直な境界のうち左側の境界
ΓLeft では流入条件として (u1, u2)|ΓLeft = (U∞, 0) を与え,
右側の境界 ΓRight では流出条件として T(u, p)n|ΓRight = 0




Ω = (0, 100) × (0, 50), B = {(x − 30)2 + (y − 25)2 < 4},
ν = 0.01,U∞ = 50.0とする.
いま Ωは有界領域であるから,圧力 pについては平均
が 0となるように補正することが出来る. 実際に, p¯を定
数とするとき p = p(t, x)が Navier-Stokes方程式を満足







p(t, x) dx (5.17)
により得られる計算領域上の平均圧力を用いて p − p¯を
改めて pとおくことで圧力の平均を 0にとることが出来
る. なお, L(A) は A の面積を表わす. ここではこのよう
な補正を用いる.
以下の Program 5.2は (5.10)と (5.15)に基づき得られ
る弱形式に基づいたプログラムの一例である.
Program 5.2: KarmanVortex.edp
1 / / KarmanVortex
2 / /










10 real W=100; / / Wid th o f A r t i f i c i a l Domain
11 real H=50; / / He i gh t o f A r t i f i c i a l Domain
12 border C1(s=0,W){x=s;y=0;} / / Bot tom
13 border C2(s=0,H){x=W;y=s;} / / R i g h t
14 border C3(s=0,W){x=W-s;y=H;} / / Top
15 border C4(s=0,H){x=0;y=H-s;} / / L e f t
16 border C5(s=0,2*pi){x=0.3*W+2*cos(s);y=0.5*H




19 fespace Uh(Th,P2); / / FE space f o r v e l o c i t y




24 real Uinf=50.0; / / V e l o c i t y o f Un i fo rm f l ow
25 real nu=0.01; / / V i s c o s i t y Cons tan t










31 +on(C1,C3,u2=0) / / Free s l i p boundary
32 +on(C4,u1=Uinf, u2=0 ) / / I n f l o w c o n d i t i o n







40 NS; / / So lve Problem NS
41 vortex=dx(u2)-dy(u1); / / 2D V o r t i c i t y
42 meanp=int2d(Th)(p)/int2d(Th)(1.0);
43 p=p-meanp; / / a ve r ag i ng p ressu re
44
45 Th=adaptmesh(Th,[u1,u2],p,hmin=0.02,nbvx





48 uold1=u1; / / Re f l e sh
49 uold2=u2; / / Re f l e sh
50 }
• 18行目では Ωから Bをくり抜くために, C(-30)と
している. 曲線の向きに注意されたい.














する事が出来る. 詳しくは [14, § 5.5] を参照して欲
しい.





擬似的な翼に見立て, 迎角 θ を変更して障害物後方に現
れる Karman渦の様子を見よう.




b2 = 1 を x =
a cos s, y = b sin s (0  s < 2π)によってパラメータ表示
する. 更に, 回転行列 R(θ) を用いて x, yを θ だけ回転す
ることで, 回転した楕円のパラメータ表示を得る. 従っ
て, Program 5.2の 16行目をこのような楕円盤を描くよ
うに変更すればよい. 実際に,粘性係数 νと一様流 U∞ は
円柱周りの流れを計算した際と同じものを採用し,迎角 θ
を 0, π/24, π/12, π/6と変えて数値計算を行うと t = 10.0
で図 A.9のような計算結果を得る.
5.5.3. 複数の障害物を配置した場合
上で述べた 2 つの数値計算結果はいずれも Ω 内に配
置された障害物が 1つの場合であった. ここでは,同一形
状の障害物を複数配置した場合の流れを考える. 具体的
には,上と同じ Ω内に半径 2の円盤を等間隔で 3つ配置















時刻 t において領域 Ω は界面 Γ(t) によって液体の領
域 Ω1(t)と気体の領域 Ω2(t)に分けられているとする*58.









いが, φ = φ(t, x)を符号付き距離関数*60するとき,界面は




Ω1(t), φ > 0,
Γ(t), φ = 0,
Ω2(t), φ < 0,
(5.18)
また, レベルセット関数 φ は以下に記す移流方程式
(5.19c)により駆動される.
レベルセット法による定式化を用いると, 領域 Ω に





= div(2ν(φ)D(u) − pI)
+ σκδ(φ)n|Γ − ρ(φ)gey, (5.19a)
divu = 0, (5.19b)
∂φ
∂t
+ u · ∇φ = 0. (5.19c)




ν1, φ > 0,
ν2, φ < 0,
ρ(φ) =
{
ρ1, φ > 0,
ρ2, φ < 0
(5.20)
νi, ρi (i = 1, 2)は定数である. また, (5.19a)の右辺におけ
る σは表面張力定数, κは界面 Γ(t)の曲率, δ(φ)は φ = 0
である点のみに台を持つ Dirac の delta 関数, n|Γ は界面
Γ(t)上の外向き単位法線ベクトルである. g > 0は重力加





に,表面張力を無視して数値計算を行う. 即ち σ = 0とし
て簡略化された問題を考える*61.
*59 Osher & Sethian [31]により導入された方法であり,気液二相流
への応用は Sussman et.al. [41] による差分法による結果が代表
的である.
*60 各点で |∇φ| = 1である.
*61 表面張力をどのように数値的に定式化するかは大きな問題であ












, |φ| < α,
0, |φ|  α.
ここで α > 0は定数である. h > 0を φ = 0が通過するメッシュ









x2 + (y − 0.5)2 − 0.25
で与える. 即ち, 初期界面は Γ(0) = {x ∈ Ω | φ(0, x) = 0}
である. 初期速度は u(0, x) = 0 とする. また, 密度と
粘性は (ν1, ρ1) = (10.0, 1000.0), (ν2, ρ2) = (0.1, 1.0)とし,
g = 0.98とする. Ωの外壁における境界条件は x軸に平
行な境界では粘着条件 u = 0 を課し, x 軸に垂直な境界







u1 = u2 = 0
u1 = u2 = 0













|∇φ| = 1 を保つような計算が必要である. 特性曲線法に
基づき (5.19c)を解くと,計算を進めるうちに |∇φ| = 1と
いう性質が時間発展に伴い徐々に失われていく.
そこで,再初期化（Reinitialization）と呼ばれる処理を
組み込む必要があり, [41] にある 1 階双曲型偏微分方程





FreeFem++ により行い, 計算結果を Paraview によって
*62 但し,表面張力を無視している為,気泡の界面の変形はやや不自
然である.
*63 同様の設定の数値計算が [17]や [5]で扱われている.
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可視化する方法を述べた. また,反応拡散系と流体力学か
ら幾つかの非線形問題を扱い, 得られた結果を図 A.2 か
ら図 A.11に掲載した.
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図 A.1: Poisson方程式 (2.1)の数値解
(a) tn = 0.00 (b) tn = 1.25 (c) tn = 2.50 (d) tn = 5.00
図 A.2: (a, b) = (0.05, 3.9)の場合に (4.2)の活性因子 uの数値解を各タイムステップに関して描いたもの. 初期状態 (a)では殆んど空間一様な状態
であるが時間発展に伴い徐々に不安定化し,パターン形成が始まる様子が見て取れる. 更に計算を続けると,図 A.3(a)のようになる. なお, (a)に掲
載したカラースケールの凡例は図 A.3,図 A.4も共通.
(a) (a, b) = (0.05, 3.9),活性因子 u (b) (a, b) = (0.05, 1.2),活性因子 u (c) (a, b) = (0.3, 1.0),活性因子 u
(d) (a, b) = (0.05, 3.9),抑制因子 v (e) (a, b) = (0.05, 1.2),抑制因子 v (f) (a, b) = (0.3, 1.0),抑制因子 v
図 A.3: 幾つかのパラメータセット (a, b) に対して同じ初期状態から数値計算を行った結果（tn = 50.0）. パラメータの違いにより形成されるパ
ターンが異なる事が確認できる.
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(a) tn = 1.00における u (b) tn = 5.00における u
(c) tn = 7.50における u (d) tn = 100.00における u
図 A.4: (a, b) = (0.05, 1.2)としたダンベル型領域における (4.2)の数値計算結果. 初期摂動は左側の円盤の中心付近にのみ与えてあ
る. 時間発展に伴い,通路を通って領域全体が不安定化する. 途中まではストライプ状のパターンを形成するが,最終的には (d)のよ
うなスポット状のパターンに落ち着く.
(a) tn = 0.000における u (b) tn = 1.3125における u (c) tn = 9.3125における u
(d) tn = 0.000における v (e) tn = 1.3125における v (f) tn = 9.3125における v
図 A.5: オレゴネータ (4.6)に対する数値解の時間発展の様子. tn = 0における初期値は uについては (a), vについては (d)のように与えた. 時間発
展に伴い, (b),(d)のように螺旋波が発生し始める. 螺旋は反時計回りに回転しつつ広がり,ある程度の時間が経過すると, (c),(f)のように螺旋が計算
領域全体へと広がる. 紙面の都合で割愛するが, vの初期値への摂動を上下で入れ替えれば螺旋が逆向きとなる. なお, (a)の凡例は図 A.6と共通.
(a) tn = 2.00 (b) tn = 3.15 (c) tn = 10.00




(a)流速 u (b)圧力 p (c)流れ関数 φ
図 A.7: Stokes方程式系のキャビティ流れの可視化. (a)では速い流れほど大きい矢印で描かれている. (c)では φをカラースケールで描くと同時に
等高線を 20本描いた.
(a) tn = 0.05における流れ場の大きさ ‖u‖ (b) tn = 1.50における流れ場の大きさ ‖u‖
(c) tn = 3.00における流れ場の大きさ ‖u‖ (d) tn = 4.50における流れ場の大きさ ‖u‖
(e) tn = 9.00における流れ場の大きさ ‖u‖ (f) tn = 9.00における圧力場 p
(g) tn = 9.00における際のメッシュ (h) tn = 9.00におけるメッシュ（物体 Bの付近）
図 A.8: 円柱後方における Karman渦列の形成. (a)から (e)は速度場 ‖u‖の大きさを用いて可視化したもの. tn = 3.00前後で物体後方の流れの対称
性が崩れ始め, tn = 4.50前後で物体後方に Karman渦列が形成され,以後ほぼ周期的な運動を行う. (f)は tn = 9.00での圧力場 pをカラースケール




(a) θ = 0の場合の流れの場大きさ ‖u‖ (b) θ = π/24の場合の流れの場大きさ ‖u‖
(c) θ = π/12の場合の流れの場大きさ ‖u‖ (d) θ = π/6の場合の流れの場大きさ ‖u‖
図 A.9: 楕円柱後方における Karman渦列の形成. (a)から (d)はすべて tn = 10.00における速度場の大きさ ‖u‖を用いて可視化したもの. 迎角（x
軸と楕円の長軸とのなす角）が大きくなるに連れ,物体後方には大きな渦が発生する様子が見てとれる.
(a)速度場の大きさ ‖u‖ (b)圧力場 p
図 A.10: 複数の物体を配置した場合の tn = 10.0での流れの様子 (a)と圧力場 (b). 物体後方の流れの相互作用により,非常に複雑な流れになってい
ることが見える.
(a) tn = 0.8 (b) tn = 1.6 (c) tn = 2.4 (d) tn = 3.2
図 A.11: 気液二相流の数値計算結果を流れ場と φの等高線（ゼロレベルセット）を用いて可視化した結果. 時間発展に伴い,気泡は変形しつつ上昇
し (a), (b), tn = 2.4付近で 3つの気泡に分かれる (c). 大きな気泡は上昇を続け,小さな気泡は左右の境界付近に発生した下向きの流れによって,一
旦下へと移動する (d).
FreeFem++とParaviewによる非線形現象の可視化
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